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Resumo

Neste trabalho apresentaremos os resultados de [1], porém em um contexto
mais geral em alguns casos. Usaremos as topologias fraca e fraca estrela sobre
espacos normados e seus duais para exibir contraxemplos em topologia. Exibire-
mos um conjunto que possui a origem como ponto de acumulacdo mas tal que
nenhuma sequéncia de pontos deste conjunto converge para zero. Mostraremos
também que a bola unitdria do dual de /. é um conjunto compacto na topologia
fraca estrela mas ndo € sequencialmente compacto nesta topologia. Veremos que
tanto um espaco de Banach X como seu dual X* sdo espagos de primeira categoria
nas topologias fraca e fraca estrela respectivamente. Finalmente, exibiremos uma

funcdo que ndo € continua mas € sequencialmente continua.
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Introducao

Neste trabalho iremos considerar dois tipos de topologia sobre espacos veto-
riais normados. Uma delas € a topologia gerada pela norma destes espacos (ou
topologia forte), metrizavel. A outra topologia € dita topologia fraca, em geral
ndo metrizdvel, que é gerada a partir de uma familia de funcionais lineares. Ve-
remos que alguns resultados conhecidos e, eventualmente, intuitivos associados a
primeira deixam de valer quando olhamos para espagos munidos de uma topologia
fraca.

O estudo de pré-requisitos de Andlise Funcional foi feito em [2] e [3], e para
Topologia utilizamos [4] e [S5]. A partir disso vamos apresentar os resultados de
[1], porém em um contexto um pouco mais geral em alguns casos.

No Capitulo 1 enunciaremos algumas proposi¢des e defini¢des de topologia
que vamos assumir como conhecidos neste trabalho. Ainda neste capitulo vamos
definir o conceito de redes em espagos topoldgicos. Veremos que estas podem ser
vistas como uma generaliza¢do de sequéncias e ainda que algumas caracterizacoes
feitas com sequéncias em espacos métricos podem, analogamente, ser feitas com
redes em espagos topoldgicos.

Veremos no Capitulo 2 como uma familia de fun¢des pode gerar uma topolo-
gia sobre um conjunto ndo vazio qualquer. Uma Topologia assim sera dita topolo-
gia sigma (ou topologia inicial) e vamos garantir sua existéncia explicitando uma
base para a mesma. Veremos, por exemplo, que a topologia produto é um tipo de
topologia sigma. Em seguida teremos resultados e exemplos que serdo essenciais
nos capitulos posteriores. No fim do capitulo vamos nos restringir ao estudo de
espacos vetoriais, 0 que serd importante para o capitulo seguinte.

No Capitulo 3 introduzimos os conceitos de topologia fraca e fraca estrela
sobre espacos normados e seus duais, e assim veremos que estas topologias sao

casos particulares da topologia sigma. Provaremos alguns resultados que serdo
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utilizados na comparagao com a topologia da norma no capitulo final.
Finalmente, o Capitulo 4 possui os resultados de [1] e ainda alguns resulta-
dos a mais. Vamos mostrar como propriedades da topologia da norma deixam
de valer quando consideramos a topologia sigma. Exibiremos um subconjunto de
um espacgo de Hilbert munido da topologia fraca que possui a origem como ponto
de acumulagdo e tal que nenhuma sequéncia de pontos deste conjunto converge
para zero. Apesar disso, € possivel exibir uma rede que converge para zero com
relacdo a topologia fraca. Mostraremos que a bola fechada unitdria do dual de um
espaco normado é um conjunto compacto com relacdo a topologia fraca estrela,
mas nao é verdade que toda sequéncia contida nesta bola admite subsequéncia
convergente. Ou seja, diferentemente do que acontece em espacos métricos, as
noc¢des de compacto e sequencialmente compacto ndo sdo equivalentes. Sabe-
mos que todo espaco métrico completo € de segunda categoria, mas veremos que
tanto um espagco normado munido da topologia fraca como seu dual munido da
topologia fraca estrela sdo espacos de primeira categoria. Por fim, exibiremos
uma fung¢do entre espacos vetoriais topolégicos que ndo é continua mas € sequen-
cialmente continua. Ou seja, a caracterizag¢do de fungdes continuas por sequéncias

ndo € valida em espacgos topoldgicos em geral.
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Notacao

[x;

Bx
Blx, 1]
int(A)

A
P(X)
Re(z)
i=1,..,n]

O conjunto dos inteiros estritamente positivos.
O corpo C ou R.

A topologia usual do corpo K.

O dual algébrico do espaco vetorial X.

O dual (topolégico) do espaco vetorial normado X.
O conjunto {x € X : ||x|| < 1}.

O conjunto {y: |ly—x| <r}.

O interior do conjunto A.

O fecho do conjunto A.

O conjunto das partes de X.

A parte real do nimero complexo z.

Subespaco gerado pelos elementos xj,x2, ..., Xp.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Topologia

A seguir enunciamos algumas definicdes e resultados de topologia que vamos
utilizar durante o trabalho. Neste capitulo X serd sempre um conjunto ndao vazio
qualquer e T uma topologia sobre X.

Lembramos que uma cole¢@o B de subconjuntos de X € dita uma base para T
se para qualquer elemento Q de T existir 4 C B tal que U4 = Q.

Proposicao 1.1. Seja X um conjunto ndo vazio e p C P(X) satisfazendo:

(i) Para qualquer x € X, existe B € § tal que x € B
(ii) Dados B1,By € B e x € B1 N B, existe By € P tal que x € By C B1 N B,.
Entdo,
T={Uu4: 4Cp}
E uma topologia sobre X e P é uma base para esta topologia.

Demonstragdo: A prova pode ser vista em [4], Pag. 15, Proposi¢ao 2.34. O

Lembramos que, dado x € X, uma familia ¥’ de subconjuntos de X é dita um
sistema fundamental de vizinhangas de x se, para cada Q € T tal que x € Q existir
U e Vtalquex e U C Q. A familia ¥/ € dita ainda uma base local para x se todos
os elementos de ¥ sdo abertos.

Abaixo temos as definicdes de alguns axiomas de separacdo para espagos
topoldgicos:



(X, T) satisfaz Ty se: dados x,y € X distintos, existe um aberto Q € T tal
quexeQey¢QouyecQex¢Q.

(X, T) satisfaz T; se: dados x,y € X distintos, existem abertos Q; e Q; em T

(ndo necessariamente disjuntos) taisque x € Q1 ey € Qiey e Qr e x ¢ Q.

(X,T) satisfaz T se: dados x,y € X distintos, existem abertos Q; e Q; em
T disjuntos e tais que x € Q) e y € Q,. Neste caso dizemos também que

(X,T) é um espago de Hausdorff.

(X,T) satisfaz T3 se: dados x € X e um conjunto fechado F C X tal que
x € F, existem abertos Q1 e ; em T disjuntos tais que x € Q) e FF C Q.

(X,T) satisfaz T, 1 se: dados x € X e um conjunto fechado F C X tal que
x ¢ F, existe uma func@o continua f : X — [0,1] tal que f[F] = {1} e

f(x) =0,

Dos axiomas de enumerabilidade para espagos topoldgicos apenas o seguinte
¢ importante para este trabalho:

e Dizemos que (X,T) satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade se todo
ponto deste espaco admitir um sistema fundamental de vizinhangas enu-

merdvel. Neste caso dizemos ainda que (X,T) é Ej.

Questodes sobre compacidade em espaco topoldgicos também serdo abordadas
neste trabalho. Enunciamos entdo o Teorema de Tychonoff, que diz respeito a

compacidade de produtos de espacos topoldgicos compactos.

Teorema 1.2 (Tychonoff). Todo produto de espagos topologicos compactos é

compacto na topologia produto.
Demonstragdo: Ver [5], Pag. 234, Teorema 37.3. O

Estudaremos a categoria de alguns espacgos topoldgicos, entdo as defini¢oes

abaixo serdo necessarias.

Definicao 1.3. Considere um espago topolégico (X,T) e um subconjunto A de X.

Se int(A) = 0 entdo dizemos que A é um conjunto raro em X.



Definicao 1.4. Considere um espago topoldgico (X,T) e um subconjunto A de X.
Nestas condicoes, se existir uma familia enumerdvel ‘B de subconjuntos de X tal

que valem
(i) Paratodo B € B, B ¢ raro
(ii) A=UB

entdo dizemos que A é de primeira categoria em X (ou magro em X). Caso esta

familia ndo exista, A é dito de segunda categoria.

A seguir um teorema de topologia sobre categorias. Lembramos aqui que
se todo aberto ndo vazio de um espaco topoldgico for um conjunto de segunda

categoria, entdo dizemos que este espaco € um espaco de Baire.
Teorema 1.5 (Baire). Todo espaco métrico completo é um espaco de Baire.

Demonstragdo: Ver [5], Pag. 296, Teorema 48.2. O



1.2 Redes em espacos topoldgicos

A ideia de rede pode ser interpretada como uma generalizacao do conceito de
sequéncia. Vale lembrar que estas podem ser vistas como fung¢des que possuem
IN como dominio e tomam valores em um conjunto qualquer, em particular num
espaco topoldgico.

Podemos dizer que a generalizagdo feita pelas redes estd em tomar um con-
junto diferente como dominio. As definicdes abaixo explicitam as condi¢des que

esse conjunto deve satisfazer.

Definicao 1.6. Seja I um conjunto ndo vazio e < uma relacdo bindria (ou seja,
um subconjunto do produto I x 1) que seja reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
Entao dizemos que < é uma ordem parcial sobre 1 ou ainda que 1 é parcialmente

ordenado (por <).

Definicao 1.7. Seja I um conjunto parcialmente ordenado. Se para quaisquer
oy, 0 € Lexistirum g € L tal que 0p > 0l e 0 > Oy dizemos que 1 é dirigido.

Neste trabalho estudaremos redes em espacos topoldgicos, entdo a partir das

defini¢des acima vamos formalizar este conceito:

Definicao 1.8. Seja I um conjunto dirigido e X um espaco topologico, entdo uma
Sfungdo x: 1 — X é dita uma rede no espaco topologico X.
A notagdo utilizada para representar uma rede em X é andloga a utilizada em

sequéncias: (xq)aer C X.

No estudo de sequéncias é necessario em algum momento definir o conceito

de convergéncia desta para um ponto, isso nao € diferente no caso das redes.

Definicao 1.9. Considere um espago topologico (X,T) e x € X. Entdo dizemos
que uma rede (xq)oct em X converge para x se para qualquer Q € T tal que x € Q
existir 0 € I tal que

aA>0)=>xe€Q Voel

As notagodes para indicar a convergéncia também sdo herdadas das sequéncias:

Xo — X ou ainda lim xq = x.
o



E fécil ver que na definicio acima é suficiente trabalhar apenas com abertos
de uma base local para o ponto x.

Uma pergunta natural que surge quando temos um conceito de convergéncia
definido € se o limite associado € Gnico ou ndo. Veremos na proposi¢dao abaixo
que, a partir da defini¢do dada, se o espacgo topologico em questdao for Hausdorff

entdo temos a unicidade do limite.

Proposicao 1.10. Seja (X,T) um espago topolégico Hausdorff. Entdo se o limite

de uma rede em X existir ele serd vnico.

Demonstracdo: Seja (xq)aer uma rede em X convergente. Suponha por absurdo
que seu limite ndo seja Unico, ou seja, existem x,y € X tais que x #y, xo, —> X €
Xo — Y.

Lembrando que se X ¢ Hausdorff entdo dados dois pontos distintos de X exis-
tem abertos disjuntos contendo cada um desses pontos. Assim temos que existem
Q, Q) eTtaisque, x € Q,ye Qe Q1 NQy =0.

Entdo, pelas convergéncias acima, sabemos que existem o1, 0y € I tais que

A0 = xq€ERQ e >0 =>x0€8 YVacel

Mas I € dirigido por hipotese, logo existe 0 € I tal que 0y > 0 € olp > 0l 0 que,
pelas conclusdes acima, significa que xq,, € £21 € Xq, € 0.
Assim,
Xog € QiNQr=Q N #0,

absurdo pois ] e £ sdo disjuntos. Portanto o limite € dnico. O

Redes e sequéncias possuem muitas aplicacdes andlogas. O teorema abaixo é
um exemplo, este mostra que a mesma caracterizacao de funcdes continuas feita
com sequéncias em espacos métricos pode ser feita em espacos topoldgicos ar-

bitrarios com redes.

Teorema 1.11. Sejam X e Y espacos topologicos, f: X — Y uma fungdo e x € X.

Entdo f é continua em x se, e somente se
Xo — X = f(xq) — f(x),

para qualquer rede (xq)oct em X.



Demonstracdo: Inicialmente suponha que f € continua em x, e tome (xg)ger C X
tal que xo, — x.

Considere Q aberto em Y tal que f(x) € Q, como f é continua em x temos que
existe U abertoem X talque x € U e f(U) C Q.

Mas sabemos que xo, — X, entdo existe 0y € I tal que o0 > 09 = x¢, € U para
todo o € L.

E assim como f(U) C Q temos

o> =xq €U = flxg) € Q,

para qualquer o € I. Logo f(xq) — f(x).

Para provar a outra implicagdo suponha que f nao seja continua em x. Entdo
existe um aberto Qp em Y tal que f(x) € Qo e para qualquer aberto U de X que
contém x temos f(U) ¢ Q.

Considere entdo o conjunto
Ay ={U:Uéabertoem Xexe U},
ordenado da seguinte forma
A>B<+ ACB,

para quaisquer A e B pertencentes a A,. E facil ver que a ordem acima é uma
ordem parcial sobre A, e ainda que nestas condicdes A, € dirigido pois dados
A,BE Ay temosANBE A, e

ANBCAeANBCB=ANB>AeANB>B.

Entdo, pelo Axioma da Escolha, para cada A € A, podemos tomar x4 € A tal
que f(xa) & Qo, ja que f(A) ¢ Qo, e considerar uma rede (x4)aca, em X, note
que x4 — x pois dado Q aberto em X com x € Q temos que Q € A, e

A>QESACQ= x4 €Q,

para qualquer A € A,. Vamos provar que (f(x4))aea, ndo converge para f(x).
De fato temos f(x) € Qg e para qualquer A € A, temos f(x4) ¢ Qo pelo modo
como a rede (xs)aca, foi escolhida. Portanto a rede (f(x4))aca, ndo é conver-

gente para f(x), o que conclui a demonstragéo. O
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Outra caracterizacdo que € possivel ser feita com redes em espacos topolégicos

€ a seguinte:

Teorema 1.12. Seja X um espaco topologico e A um subconjunto ndo vazio deste.
Entdo um ponto x pertence ao fecho de A se, e somente se, existe uma rede contida

em A convergente para X.

Demonstracdo: Inicialmente considere x € X e suponha que existe uma rede (xo ) ez
contida em A e convergente para x. Tome entdo um aberto 2 que contém x, va-
mos mostrar que a intersec¢do deste aberto com A € ndo vazia. Como € contém x
existe o € I tal que

a>0p = xq €Q,

para qualquer o € .

Assim, em particular temos que xq, € £ € xo, € A. Portanto xq, € QNA, ou
seja, QNA # 0 o que implica que x € A.

Por outro lado, suponha que x € A e considere o conjunto A, de todas as

vizinhancas abertas de x. Vamos considerar a seguinte ordem parcial sobre A,:
A<B& BCA,

para quaisquer A e B em A,.

Veja agora que, por hipdtese, para cada aberto Q em A, vale que QNA # 0.
Entdo, pelo Axioma da Escolha, podemos tomar um ponto xo € QMA para cada
Q em A,. Por contrucio fica claro que a rede (xq)qen, estd contida em A, vamos
mostrar que ela converge para x.

Seja U um aberto que contém x. Entdo U € um elemento de A, e ainda para
qualquer V € A, tal que V > U temos que V C U. Logo, como xy € V claramente
vale que xy € U. Como a escolha de U foi arbitraria temos que xo — x. O






Capitulo 2

Topologias induzidas por familias de
funcoes

O foco deste trabalho estd essencialmente no conceito de topologia fraca que,
como sera explicado posteriormente, € um tipo de topologia induzida por fungdes.
Entdo vamos entender primeiramente como uma familia de fun¢des pode induzir
uma topologia sobre um conjunto e analisar alguns exemplos para que em seguida

possamos fazer as particularizacdes necessarias para o estudo da topologia fraca.

2.1 Topologia Sigma

Considere X um conjunto ndo vazio e uma familia de funcdes ¥ tal que cada
elemento f de ¥ possui X como dominio e um espago topoldgico Yy como con-
tradominio. Veja que dada uma topologia sobre X podemos nos perguntar quais
elementos de F sdo continuos nessa topologia. Podemos ainda nos perguntar se
existe uma topologia que torna todos os elementos dessa familia continuos. A
resposta serd trivial pois basta considerar a topologia discreta sobre X, ou seja,
definir todo subconjunto de X como aberto. Sabemos que a topologia discreta € a
mais fina possivel que podemos colocar sobre um conjunto, entdo concluimos que
esta € a topologia mais fina que torna todo elemento de ¥ continuo. A partir disso
€ natural nos perguntarmos se existe uma topologia sobre X que seja a menos fina
que torna todos os elementos de ¥ continuos.

De fato € possivel provar a existéncia de uma topologia assim. Nesta secao va-



mos primeiramente provar sua existéncia explicitando uma base para essa topolo-
gia.

Lema 2.1. Seja X um conjunto ndo vazio e F uma familia de fungcées onde cada
fungdo f em F possui X como dominio e um espago topoldgico (Yy,Tr) como

contradominio. Entdo a seguinte cole¢do

-

é base para uma topologia sobre X.

DL

[ A) s nEN i€ L A€ Ty, i=1,n},
1

Demonstragdo: Vamos utilizar a Proposicao 1.1 das preliminares para fazer a
demonstracao.

Primeiro note que dados x € X e f € F, vale que x € f~![Yy] € B. Portanto
vale (i) da proposicao.

Note agora que (ii) é verdadeiro pois, dados By,By € p sabemos que estes

elementos sao representados da seguinte forma
ny na
~1 —1
Bi=()f"(A) e Ba={)g; ' (C).
i=1 i=1
Note que podemos enumerar os elementos de B, de uma forma diferente:

gi:fn1+i; Ci:An1+i ViE{l,...,nz},

de forma que

n ny+np ny+np
BiNB, = (ﬂffl(Ai)) ﬂ( M ffl(Ai)) = () f7(4),
i=1 i=n;+1 i=1
ou seja, B1 N By € B. Suponha entdo que x € By N B, e considere By = B1 N By,
assim temos que x € By e Bg C B; N By, 0 que prova (ii).
Assim,
3:5 = {U/q : AC ﬁ}
¢ uma topologia sobre X e B € base para esta topologia. O

E agora o teorema a seguir mostra que a topologia gerada pela base § € a menor
topologia que torna todos os elementos de # continuos. E para cada familia de

funcgdes fixada ela € unica.
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Teorema 2.2. Considere um conjunto ndo vazio X e uma familia de funcoes F
onde cada elemento f desta possui X como dominio e um espaco topologico
(Yr,Ty¢) como contradominio. Entdo existe uma tinica topologia T¢ sobre X
que é a menor topologia (no sentido de inclusdo) que torna todo elemento de ‘F

continuo. Em outras palavras T é a inica topologia sobre X que satisfaz:
(i) Qualquer f € F é Ty-continuo.

(ii) Se T é uma topologia sobre X que torna todo elemento de ‘F continuo entdo

zg:Ci.

Demonstragdo: Considere o conjunto
n
p= {ﬂfl.‘l(A,-) :nelN, f; e T,Aiezyfi i= 1,...,n}.
i=1

Pelo Lema 2.1 B € base para uma topologia sobre X. Seja T+ a topologia gerada
por essa base.

Primeiro considere f € # e um aberto £ em Yy. Como p C T fica claro que
F71Q] é aberto, ou seja, f é T g-continua.

Suponha agora que T € uma topologia sobre X que torna todo elemento de F
continuo. Entdo como B € composto por intersecc¢oes finitas de pré-imagens de
abertos temos que f C T e como topologias sdo fechadas por unides quaisquer
concluimos que T4 C T.

A unicidade é trivial a partir do item (if) do enunciado: suponha que T é uma
topologia sobre X diferente de T+ e que satisfaz as condi¢des do enunciado. Em
particular, pelo item (ii) temos que T C T4. Mas esta ja satisfazia o mesmo
item por hipétese, assim T4 C T. Portanto T = T4, um absurdo. Logo, vale a

unicidade de T . O

A topologia do Teorema 2.2 € dita topologia sigma (ou ainda topologia inicial)
e denotada por 6(X, F).

A seguir vamos ver dois exemplos de espacos topoldgicos e suas respectivas
topologias sigma. Veremos que a topologia do subespaco e a topologia produto

sdo topologias sigma associadas a uma determinada familia de fungdes.

Exemplo 2.3 (Topologia do subespago). Considere um espaco topoldgico X e

A C X um subconjunto ndo vazio.

11



Sejai:A — X tal que para cada elemento a € A temos i(a) = a € X (fungdo

inclusdo). Considere a topologia do subespago dada por,
Ty ={QNA: Q¢ abertoem X},
e veja que as seguintes condi¢des valem:
(i) Seja Q um aberto em X. Temos que
yEi_l[Q] SycAeyeQ,
ou seja, i~ [Q] = QNA € T4. Portanto i é T4-continua.
(i1) Seja T uma topologia sobre A que torna i continua. Vamos mostrar que

T4 C I

Tome QNA em T4. Como por hipédtese i é T-continua e Q € aberto em X
temos que i~ ![Q] é um aberto de T. Mas pelo que foi dito no item anterior
sabemos que i~![Q] = QNA. Portanto QNA é um aberto de T e assim
T4 C 3.

Logo, a topologia do subespaco é a menor topologia sobre A que torna i
continua, ou seja, T4 = 6(A, {i}).

Exemplo 2.4 (Topologia produto). Considere J um conjunto ndo vazio,
{(X;,T;) : j € J} uma familia de espacos topoldgicos e ainda o produto

x =T]x;

jer
E visto em cursos de Topologia que o conjunto
B={[]W;: W,eT; VjeJe3J CJfinitotq. W;=X; Vj¢J },
jeJ
€ uma base para uma topologia sobre X dita Topologia Produto.
Agora, para cada j € J, seja T : X — X; a proje¢do canOnica de X em X;.
Note que, para cada elemento HWj em B, vale que

jel

[Twi= ='W,
Jjel jet

12



onde J C J é finito e W; = X para todo j ¢ J.Ou seja, podemos reescrever {3 da

seguinte forma:

B={(\m;'Wj]: J CJéfinito, W;€T; VjeJ}.
jel

Repare que a igualdade acima nos mostra que 3 € base de abertos para a topologia
o(X,{mj: j€J}), ou seja, a topologia sigma sobre X com respeito a familia de
projegdes {m; : j € J} possui a mesma base que a Topologia Produto. Portanto,

estas topologias coincidem.

2.2 Topologia induzida por funcionais

Daqui em diante vamos considerar X um espaco vetorial sobre o corpo K com
a respectiva topologia usual indicada por T. O dual (algébrico) de X é dado por

X*={0:X — K| ¢ é linear}.

Considere entdao um subconjunto X " de X*.
Primeiramente, a partir da familia de funcionais X " vamos considerar a topolo-
gia o(X,X /), ou seja, a topologia menos fina que torna todo elemento de X /

continuo. Veja que pelo Lema 2.1 o conjunto
" !
[3: { ﬂq)i_l(Ai) :neN,p;eX A eIk i= 1,...,1’1}
i=1
é uma base para 6(X,X ).

Veremos agora que uma construcao parecida € utilizada para definir uma base
local para (X, X ).

Proposicao 2.5. Considere um ponto x de X. Entdo o conjunto
- /
Br = { ﬂq)lfl[B(q)i(x),s)] :nelN,e>0,0,€X i= 1,'__,,1},
i=1

é uma base local para x na topologia 6(X,X /).
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Demonstrag¢do. Vamos mostrar que dado um aberto bésico de 6(X,X') contendo
x existe um elemento de B, que contém x e estd contido no aberto escolhido. Por
simplificagdo vamos utilizar uma notacdo que serd mantida no resto do trabalho,
que € a seguinte:

n

ﬂ(j)i_l[B((I)i(x),S)] = W(x7¢17“'7¢n78)-

i=1

Considere U um aberto bdsico em 6(X,X ,) que contém x. Assim U € da forma

onde 01, ..., 0, ex eAr,...., A, € Ik.
Note que parai=1,...,n temos que A; é aberto em K e ¢;(x) € A; o que implica
que existe & > 0 tal que
B(9i(x),&i) C A,

assim vale a inclusao
n

(07 ' [B(¢i(x),&:)] CU

i=1

e se nestas condigdes considerarmos € = r?in €; teremos
i=1,...n

n

W (X, 01, ... 0n,8) C ()07 ' [B(9i(x),&)],

i=1
logo,
x € W(x,01,...,0,) CU,

como desejado. Portanto f, é uma base local para 6(X,X l). O

Uma propriedade interessante dos elementos dessa base segue do fato que
dado W (x,01,...,0n,€) € Py vale

n

W(x, 01, 0n,8) = [0 [B(9:(x),€)] = [y € X+ [0:(y) —0i(x)| <& i=1,....n},

i=1
e assim dados x,y € X se fizermos a mudanca de varidvel z =y — x, e lembrando

que 01, ...,9, sdo funcionais lineares, teremos
19i(y) = 0i(x)| = [0i(y —x)| = [9i(2)| i=1,....n,

14



portanto,

W(x,01,....00,8) = {yeX: |0:y)—0:x)|<ei=1,..,n}
= {x+zeX: |0:i(z)|<ei=1,..,n}
= x+W(0,01,...,0n,8).

Vemos entdo que qualquer aberto bésico que contém x € uma translagdo de um
aberto bdsico que contém a origem. Ou seja, na topologia 6(X,X /), a base local
para qualquer ponto do espago € um transladado da base local para a origem.

Proposicao 2.6. Dada uma rede (xo)oct em X, e x € X temos
Xo — X com respeito G(X,X/) S 0(xg) — O(x) VO € X

Demonstracdo: Note que € imediato, a partir do Teorema 1.11, que se xo —> x
com respeito a 6(X, X' ) entdo

O(xa) — 0(x) Yo € X,

pois todo elemento de X "¢ o(X,X I)—contl’nuo. Para provar a outra implicagao,
tome um aberto U de 6(X,X) contendo x.

Conhecemos uma base local B, para x, o que implica que existe um con-
junto W (x,¢1,...,0,,€) contido em U. Agora, por hipdtese para i = 1,...,n temos
$i(xq) — 0;(x) e assim existe o; € I tal que

o> o= q)i(xoc) € B<¢i(x)>8)>
ou equivalentemente,
o> o = Xq € 0; ' [B(0i(x),€)],

paracadaa € 1.

Como I € dirigido podemos tomar ¢y € I com a propriedade
oo >a; Vie{l,...,n},

e assim
o> g = xo € 0; ' [B(9i(x),€)] Vie{l,...,n},
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€ portanto i
X € ()07 [B(0i(x),€)] = W(x,01,...,0n,).
i=1
Como W (x,¢1,...,0,,€) C U temos que para cada a € I vale
o> 0y = xq €U,
ou seja, Xo — X. O

Vamos ver agora uma aplicagdo da proposi¢do anterior, que a0 mesmo tempo
envolve a topologia produto citada anteriormente. No que serd exposto serd neces-
séario saber o que significa dizer que a familia X / separa pontos de X, segue entdo
uma definicao.

Definicao 2.7. Considere X um conjunto ndo vazio e uma familia de fungoes F
tal que cada um de seus elementos possui X como dominio. Dizemos que F
separa pontos de X se dados dois pontos distintos x e y pertencentes a X existir
um elemento ¢ € F tal que O(x) # O(y).

E assim temos o seguinte resultado:

Teorema 2.8. Se X separa pontos de X entio o espago (X,6(X,X')) é homeo-

morfo a um subespago do produto Z = H K =K.
oex’

Demonstragcdo: Queremos encontrar uma fungio 7 : (X,0(X,X /)) — Z que seja
continua, inversivel sobre sua imagem e com inversa continua.

Assim defina T de modo que para cada x € X temos 7' (x) = (¢(x))pex’ € Z.
Inicialmente vamos provar que T € injetiva. Tome dois pontos distintos x € y em
X. Como X' separa pontos de X temos que existe §g € X tal que 0o (x) # do(y), e
assim fica claro que

T(x) = (0())gex’ # (00))gex’ = T,

pois pelo menos na coordenada ¢ estes pontos de Z possuem valores distintos.
Entdo de fato T € injetiva.

Portanto para obtermos uma bijecdo basta restringirmos o contradominio con-
siderando a fungdo T : (X,6(X, X)) — Im(T).
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Agora para mostrar que 7 é um homeomorfismo vamos utilizar o Teorema
1.11, ou seja, vamos mostrar que uma rede (xq)oer €em X converge para x € X se,
e somente se T (xq) — T (x). Pois com isso teremos que tanto 7 como 7! sio
continuas.

Dado x € X é possivel ver que de fato isso acontece pelas implicagdes abaixo,

xo > x 20 0xg) — 0(x), Yo € X TEE (9(xa)) gyt — (O())gey’
Na primeira vez que utilizamos a proposicao 2.6 consideramos a topologia sigma
sobre X com relacdo a familia X " Jana segunda vez que utilizamos esta proposi¢ao
consideramos a topologia sigma sobre Z com relacdo a familia das projecoes de Z
em KK (como vimos anteriormente esta € a topologia produto sobre Z). Note que
o termo mais a direita diz exatamente que 7 (xo) — T (). o

Corolério 2.9. Se X' separa pontos de X entdo a topologia 6(X ,X/) satisfaz
To,Tl,Tz,T3 e T3%.

Demonstragdo: Vamos assumir conhecido o fato de que tanto subespacos quanto
produtos de espagos topolégicos 7; também sdo T; para i € {0,1,2,3, 3%}
Fixe i € {0,1,2,3, 3%} Note que o corpo K é um espaco métrico, e portanto
satisfaz o axioma 7;. Assim o produto Z = H K também satisfaz T;.
oex’
Pelo Teorema 2.8 0 espaco (X,6(X,X') é homeomorfo a um subespaco de Z.
Mas, como este subespaco de Z também satisfaz 7; e homeomorfismos preservam

propriedades topoldgicas temos que (X, (X, X)) satisfaz 7;, como desejado. O

Sabemos que a topologia 6(X,X /) torna todo elemento de X continuo ¢ € a
menor topologia que faz isso. Mas surge naturalmente a pergunta: serd que nao
existe algum funcional linear fora de X / que também se torna (X, X /)—contl’nuo?
Veremos que no caso em que X "éum subespaco de X* (e ndo apenas um subcon-
junto qualquer) a resposta serd nao. Para demonstrar esse fato, precisaremos do

seguinte lema:

Lema 2.10. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K e sejam ¢,01,...,0,

Jfuncionais lineares sobre X. Entdo,

dedi:i=1,..,n & ﬁker(q)i) C ker(9).

i=1
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Demostragdo: Inicialmente se ¢ € [¢; : i = 1,...,n] entdo existem o, ..., a, € K

n n
tais que ¢ = Z o;0;. E assim se y € X é um elemento de ﬂ ker(¢;) entdo ¢;(y) =0
i=1 i=1
i=1,...,n. O que implica que

00 = ¥ outi(y) =0,
i=1

n
ou seja, y € ker(¢). E assim, (") ker(¢;) C ker(9).
i=1
A outra implica¢do serd mostrada por inducdo sobre n.

Primeiramente vamos mostrar que a propriedade vale para n = 1. Suponha

que 0, ¢ sdo funcionais lineares sobre X que satisfazem

ker(¢1) C ker (). (2.1)

Se ¢ for um funcional nulo entdo trivialmente ¢ = 0- @1, entdo vamos supor que
0 seja ndo nulo. Um resultado importante da édlgebra linear que serd util neste
ponto € que o nicleo de um funcional linear ndo nulo sobre um espago vetorial
€ um subespaco préprio maximal deste, ou seja, ele € um subespagco que tem a
propriedade de que qualquer subespaco que o contenha ou € igual a ele ou € o
espaco todo. Entdo fica claro que ¢ é um funcional ndo nulo pois caso contrario
terfamos ker(¢;) = X. E assim ndo valeria a inclusdo em (2.1) pois ker(¢) é
subespaco préprio de X.

Portanto, seja V o nicleo de ¢. Como ¢; é ndo nulo temos que ker(¢;) é
subespaco proprio maximal de X. Entdo como V € diferente de X e vale a inclusao
em (2.1) temos que ker(¢) =V = ker(¢;).

E assim como V é préprio podemos tomar x € X \ V e definir a seguinte fungio

0(x)
01 (x)
Note que nestas condi¢des i(x) =0 e h(y) = 0 para qualquer y € V, o que significa
que [{x}UV] C ker(h). Mas V é maximal e x € X \ V, portanto [{x} UV] =X,
ou seja, ker(h) = X o que implica que & = 0. Consequentemente ¢ é combinagio
linear de 01 ¢ ¢ = 4?1(_();)) Q1.

Suponha agora que a propriedade vale para n € IN, vamos provar que ela vale

h=¢—

“01.

paran—+ 1.
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Sejam @1, ..., ¢, funcionais lineares satisfazendo

n+1

ﬂ ker(¢;) C ker(9).

i=1

Seja W = ker(,+1) e considere os seguintes funcionais:

g=0lw,g1=01lw,---. 8 = Oulw,

e sejay € W tal que
n
yEe ﬂ ker(g;).
i=1
Lembrando que vale a inclusdo

(ker(g:) C () ker(d;),
i=1 i=1

temos que y estd na intersec¢ao dos nucleos de 01, ...,¢,+1. Entdo por hipotese y
¢ um elemento do nicleo de ¢ e consequentemente temos que y € ker(g).
Em suma, i
ﬂ ker(g;) C ker(g).
i=1
Logo, pela hipétese de indugdo teremos que g é combinacao linear dos funcionais
g1,---,8n €m W, ou seja, existem o, ..., o, € K tais que

g(y) =Y ougi(y), (2.2)
i=1

paratodoy € W.

n
Se considerarmos o funcional h = g — Z a,;g; definido em W, teremos
i=1

n
ker(h) C ker(¢— ) 0,).
i=1
Por (2.2) temos ker(h) = W entdo

ker(0,+1) C ker(¢ — i oid;).
i=1
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n
Entdo, como a propriedade vale no caso n = 1, o funcional ¢ — Z 0;0; € combinacao
i=1
linear de 0,41 , ou seja, existe 0,1 € K tal que

n
0— Z 00 = Oyt 1 Oy,
i=1

ou equivalentemente,

n+1

0=y o= 0€o:i=1,.,n+1].
=1

Pelas consideracdes acima e pelo Principio da indugdo finita, segue o resul-
tado. O

Dada uma topologia T sobre X, o conjunto de todos os funcionais de X* que

sdo T-continuos serd representado por (X, T)*.

Teorema 2.11. Considere ¢ € X* e suponha que X "¢ subespaco de X*. Entdo ¢
éo(X,X /)-contl’nuo se, e somente se, ¢ pertence a X . Em outras palavras, vale
que
(X,0(X,X ) =X .

Demonstragcdo: Uma das implicagdes € trivial, pois se temos um funcional ¢ € X /
é claro que ele é o(X ,X/)—contl’nuo pois esta topologia foi definida de modo a
tornar todo elemento de X' continuo. Portanto X C (X,0(X,X))*.

Tome agora um elemento ¢ € (X,6(X,X /))* Queremos mostrar que ¢ € X '

Como ¢ é 6(X,X )-continuo e as bolas abertas sdo conjuntos abertos no corpo
K temos que, em particular

v =0"1[B(0,1)] € 6(X,X),

e como ¢ € linear € facil ver que 0 € V. Seja entdo Py a base local para 0 como
definimos anteriormente. Isso significa que existe um aberto basico W (0,01, ..., 0, €)
em P tal que

0ewW(0,01,...,0,,€) C V.

Note agora que o fato de os funcionais ¢y, ..., ¢, serem lineares implica que
0;(0)=0€B(0,e) i=1,...,n,
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e assim, lembrando que

n n

W(0,01,....0n.€) = [ 0; ' [B(9:(0),8)] = () ¢; ' [B(0,€)],

i=1 i=1
temos,
y€ker(¢;,) Vie{l,..,n} =yeW(0,01,...,0,,€),
ou equivalentemente,

[ ker(¢:;) C W(0,01,...,0n,).

i=1

n
Sejay € ﬂ ker(¢;). Entdo pela linearidade dos funcionais ¢y, ...,¢, vale que
i=1
para qualquer m € IN,

my € ﬁ ker(0;),

i=1

e assim pelas inclusdes acima temos que my € V = ¢~ 1[B(0,1)], ou seja,
m|o(y)| = [¢9(my)| <1 VmeN,

0 que s6 pode acontecer se y for um elemento de ker(¢). Portanto temos que
n
ﬂ ker(¢;) C ker(9).
i=1
Entéo pelo Lema 2.10 temos ¢ € [¢; : i = 1,...,n] C X, 0 que implica que

(X,0(X,.X)*CcX.

E assim
/ !

X,6(x,X) =x.

O

Ao estudar uma topologia sobre um espaco vetorial € interessante que as
operacdes basicas deste espaco (soma e multiplicacdo por escalar) sejam fungdes
continuas. O teorema a seguir nos mostra que, na topologia sigma, essa pro-

priedade € verdadeira.

Teorema 2.12. Seja W = (X,0(X,X)). E considere as funcoes s : W x W —s W
em:KxW — W tais que

s(x,y)=x+y e m(A,x)=MA\x,

para qualquer (x,y) € W xW e A € K. Entdo s e m sdo fungdes continuas.
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Demonstragcdo: Vamos utilizar a caracterizacao do Teorema 1.11 para fazer a
demonstracao.

Inicialmente vamos mostrar que m é continua. Considere (Aq,X¢)qes Uma
rede em K x W convergente para um ponto (A,x) deste produto com respeito
a topologia produto. Sabemos que esta topologia € uma topologia sigma com
respeito a familia das proje¢des canodnicas definidas em K x W. Entao, como as

projecdes sao continuas, vale que

hee 55 A, (2.3)
e também que
o(X.X')
Xog — X. (2.4)
o(X. X))

Vamos mostrar que m (A, xo) — m(A,x). Para isso, note que dado ¢ € X'
temos, pela convergéncia em (2.4) acima, que ¢(xy) — ¢0(x) em K. E, este fato

mais a convergéncia em (2.3) acima implicam que

h&nq)(m(?\'%xa)) = 1i&n¢<7qu(x)
= li&n(hx -0 (xa))
= lim Aq - 1im ¢ (xq)
= A-0(x) = 0(Ax)
= ¢(m(7&,x)),
onde a igualdade indicada por (x) é vélida pois o produto é continuo em K. Por-
tanto, m € continua.

Agora vamos considerar uma rede (Xq,Va)acs €m W x W e supor que esta

converge para um ponto (x,y) deste mesmo espaco. Vamos mostrar que

o(x.x')
§(xo, Yo) — s(x,y).

Novamente, como a topologia produto é uma topologia sigma sobre W x W, a

continuidade das projecdes implica que

o(x.x')
Xo —_— X,
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e também que
(X X)
Yo — ).
Note que, dado ¢ em X , as convergéncias acima implicam que ¢(xo) — ®(x) e

0(yo) — 0(y) em K. Assim valem as igualdades

li&nq)(s(xa,ya)) = li&n¢(xa+yoc)

— lim(0(x) +0(ra)
o) +limo()
= 0(x)+0(y) =0(x+y)
= 0(s(x,y));

onde a igualdade em (xx) é verdadeira pois a soma é continua em K. Logo, s

também € continua. O

Um espaco vetorial munido de uma topologia que torna suas operacoes bdsicas
(soma e multiplicagdo por escalar) continuas € dito um espaco vetorial topolégico
(ou EVT). Portanto, o resultado acima nos mostra que X munido da topologia
6(X,X) éum EVT.

A seguir, provamos um corolério do Teorema 2.12 que utilizaremos no préximo

capitulo:

Corolario 2.13. Considere A # 0 em K e v um elemento de X. Entdo a fungdo
T:(X,06(X,X)) — (X,6(X,X")) tal que

T(x)=A+v  VxeX,
é um homeomorfismo.

Demonstragcdo: Note que T é uma composta da soma com a multiplicagao por
escalar de X. Como, pelo teorema anterior, estas fung¢des sdo 6(X,X ,)—contl’nuas
temos que T é (X, X )-continua.

Agora, como A # 0, ainversa de T é dada por T~ (y) = 1 (y—v) para qualquer
yem X. Mas veja que para cada y € X, se considerarmos 7 = —%v entdo vale que
7! (y) = %y — %v = %y + z. Que, pelo teorema anterior, também € uma composta
de fungdes 6(X, X )-continuas, logo, 7! é 6(X, X )-continua. Portanto, T é um

homeomorfismo. O
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Uma propriedade interessante da topologia 6(X,X /) que a difere da topologia

da norma € a seguinte:

Proposicao 2.14. Suponha que X , seja um subespaco de dimensdo infinita de X*.

Entdo os abertos da topologia 6(X,X /) sdo ilimitados (em norma,).

Demonstracdo: Seja W um aberto ndo vazio de 6(X,X ). Suponha inicialmente
que W contém a origem. Conhecemos uma base local para a topologia sigma,
entdo existe um aberto basico da forma W (0, ¢y, ...,0,,€) contido em W.

Note ainda que qualquer elemento que estiver no kernel de todos os funcionais
¢1,...,0, necessariamente pertence a W(0,¢1,...,0,,€). Entdo valem as inclusdes:

ﬂker q)lv 7¢n78) cw. (25)

Como X' possui dimensao infinita € possivel tomar ¢ € X / que ndo seja gerado por

{01,...,9,}. E assim pelo Lema 2.10 temos

m ker(0;) ¢ ker(9),

n
0 que significa que existe um elemento ndo nulo pertencente a ﬂ ker(¢;) \ ker(¢).
i=1

n
Portanto, ﬂker(q)i) € um subespaco nao nulo de X. E por isto ilimitado (em
i=1
norma). Concluimos entdo a partir das inclusdes em (2.5) que W € ilimitado.

Suponha agora que o aberto W ndo contenha a origem. Dado um elemento x
de W, podemos encontrar um aberto basico W (x, ¢y, ...,d,,€) contido em W. Mas,

sabemos que
W(x,¢1,...,¢n,8) :x—I—W(O,([)l,...,(l)n,S).

E como ja sabemos que W (0,01, ...,0,,€) € ilimitado, segue que W ¢ ilimitado.
O
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Capitulo 3

Topologias fraca e fraca estrela

3.1 Topologia fraca

Até agora trabalhamos com um subconjunto qualquer do dual algébrico de
X. Vamos agora tomar um subconjunto especifico de X* para definir o conceito
de topologia fraca, assunto central nesse trabalho. E para isso serd necessario

considerar uma norma sobre X. Segue entdo uma defini¢ao:

Definicao 3.1. Considere um espaco vetorial normado X e o conjunto X* (dito o
dual de X) de todos os funcionais lineares e continuos na topologia gerada pela
norma de X. Entdo a topologia 6(X,X*) € dita topologia fraca sobre X.

Note que na definicio acima claramente X* é um subespaco de X* pois os
funcionais lineares e continuos na norma nao perdem essa propriedade quando
somados ou multiplicados por escalares. Entdo o Teorema 2.11 nos diz que, em

particular, vale
(X,0(X,X")) =X".

Ou seja, um funcional € continuo na norma se, e sé se, ele for continuo na topolo-
gia fraca.

Note que a topologia fraca estd contida em qualquer topologia sobre X que
torne todo elemento da familia X* continuo. Em particular a topologia fraca esta
contida na topologia gerada pela norma de X.

A partir da Proposi¢do 2.6 uma rede (xq)oer em X converge na topologia fraca
para um ponto x € X se, e s se, para qualquer ¢ € X* temos que ¢(xq) — 0(x).
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Daqui em diante se uma rede (xq ) ey em X converge com relagdo a topologia fraca
para um ponto x € X diremos que esta converge fracamente para x e utilizaremos
a seguinte notacao:

w
Xog — X.

Ainda, se um conjunto for aberto na topologia fraca diremos que este € w-aberto. E
0 mesmo ird valer para outras propriedades topoldgicas, ou seja, um conjunto fra-
camente fechado serd dito w-fechado, uma fun¢do continua com respeito a topolo-
gia fraca sera dita w-continua e assim por diante.

Vejamos um exemplo em que a topologia fraca estd propriamente contida na

topologia da norma.

Exemplo 3.2. Considere o espacgo I, de todas as sequéncias (a,),en em K tais

que a soma Z |a,|? é finita. Este é um espaco vetorial normado com a seguinte

nelN
[(an)nen|l = A/ Z |an|27
nelN

para toda sequéncia (ay),eN em .

norma:

Sabemos que este espaco possui uma correspondéncia com seu dual /5. Entdo,
considere um funcional ¢ € I3 e seja (x,),cN 0 elemento de 5 associado a ¢. Veja

que para cada elemento e, da base candnica em I, vale que

O(en) = Y ek xp = xn.
keN
Mas (x,).eN pertence a Ip. Entdo é uma sequéncia convergente para zero. Por-
tanto ¢(e,),eN também converge para zero. E como a escolha de ¢ foi arbitraria
temos pela Proposi¢do 2.6 que a sequéncia (e,),cN converge fracamente para
Zero.

Porém, dados dois elementos distintos e, e e, da base candnica temos que
e, — em|| = V2. Entdo se essa sequéncia fosse convergente em norma, ela
também seria de cauchy e a distancia entre elementos distintos desta deveria ficar
menor do que /2 em algum momento. Assim a sequéncia (e, ),cN ndo é conver-
gente em norma. De fato, em geral a topologia fraca é uma subtopologia propria

da topologia da norma.
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O teorema abaixo nos mostra que a situacdo acima acontece de modo geral
em espacos de dimensao infinita. Veremos que a topologia fraca coincide com a

topologia da norma apenas quando trabalhamos em dimensao finita.

Teorema 3.3. A ropologia fraca é igual a topologia da norma de X se, e so se, X

tem dimensdo finita.

Demonstragdo: Inicialmente suponha que as topologias sejam iguais. Entdo a
bola aberta unitaria é aberta tanto na topologia da norma como na topologia fraca.
Assim este conjunto € um aberto limitado em norma.. Logo, pela Proposi¢ao 2.14
o dual de X tem dimensao finita e assim X também tem dimensao finita.
Suponha agora que a dimensdo de X seja finita e seja {ey,...,e,} uma base
normalizada para X. Considere um ponto x pertencente a X e uma rede (xq)qer
neste espaco tal que xo, — x. Se {e,...,e;} é a base dual de {ey,...,e,} entdo

vale que
n
=) e (zei VzeX.
i=1
Logo, como xg — x, a Proposicdo 2.6 implica que
e (xq) — €} (x) i=1,..,n,

pois X tem dimensdo finita e, portanto, e; é continuo para i = 1, ...,n. Entdo seja
€>0e o € [ tais que

€
o>0p= e (xg) —e ())<= i=1,..,n.
n

Assim para o0 > o vale que

|
.[\—43
=
3
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ou seja, a rede (xq)oes converge para x na topologia da norma. Logo, a fungdo
identidade entre os espagos (X,0(X,X*)) e (X,Z|,) € continua, o que implica
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que T C o(X,X"). Portanto, T, = 6(X,X™), jd que a outra inclusdo € sempre

verdadeira. O
Lembramos o resultado abaixo, conhecido como Hahn-Banach Geométrico.

Teorema 3.4. Considere C um subconjunto fechado e convexo de um espaco de

Banach X. Se xo ¢ C entdo existe f em X* tal que

Re(f(x0)) > sup{Re(f(x)) : x € C}.

Teorema 3.5 (Mazur). Todo subconjunto fechado e convexo de um espaco de
Banach X é w-fechado.

Demonstragcdo. Se C = X, claro que C é w-fechado pela definicdo de topologia.
Suponha que C seja um subconjunto préprio de X fechado e convexo. Tomamos

xo ¢ C arbitrario. Pelo teorema anterior, existe f € X* tal que

Re(f(x0)) > sup{Re(f(x)) : x€ C}.
Tome um numero real o tal que
sup{Re(f(x)) : x € C} <o < Re(f(x0)).

Sabemos que Re : K — IR é uma funcido continua, portanto, temos que o conjunto
Y =Re! [(o,00)] € aberto em K. E assim, como f é w-continua, o conjunto
Q = f~1[V] é w-aberto em X. Em suma, temos que

X €EQCX\C,

ou seja, X \ C é w-aberto, pela arbitrariedade de xo. Logo, C é w-fechado. O

E ficil ver que toda bola em um espaco de Banach é um conjunto convexo.

Assim, vale o seguinte corolario:

Corolario 3.6. Toda bola fechada em um espaco de Banach X é w-fechada.
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3.2 Topologia fraca estrela

Considere uma espaco vetorial normado X. Vimos que a topologia fraca é a
topologia sigma sobre X que € gerada pelos funcionais do dual de X, denotado
por X*. Nesta secdo, o objetivo é definir e estudar uma topologia sigma sobre X *.

Note que usualmente este espaco € munido da norma:

10l] = sup{|¢(x)|: x€ Bx} Vo eX,

portanto, podemos considerar o dual de X*, ou seja, a familia (X*)* de todos os
funcionais definidos em X* que sdo lineares e continuos com respeito a topologia
gerada pela norma de operadores acima. Denotaremos esse dual por X** e ainda
diremos que este € o bidual de X. A familia de funcionais que vamos utilizar para
gerar uma topologia sobre X* serd um subespago de X**.

Sabemos que X pode ser imerso isometricamente dentro de seu bidual através
da imersdo candnicai: X — X™* que associa cada x em X a um funcional de X **
da forma:

(i{(x)(9) =o(x)  VoeX"
Note que a familia de funcionais dada pela imagem i[X] dessa aplicagdo é um
subespaco de X**, por ser a imagem de um operador linear. Veja, a topologia
fraca foi definida de forma a tornar todo elemento do dual de X continuo, porém
nesta secao definiremos uma topologia sigma com respeito a familia de funcionais
dada pela imagem de i, esta serd dita topologia fraca estrela.

Note que se considerarmos a topologia fraca sobre X* entdo temos que todo
elemento de X** é continuo. Entdo, se i for sobrejetora as topologias fraca e
fraca estrela tornam os mesmos funcionais continuos. E assim, € razoavel nos
perguntarmos se essas duas topologias sdo iguais neste caso. Vale lembrar aqui
que quando i é sobrejetora o espaco X € dito reflexivo. Assim, respondendo ao
questionamento sobre a igualdade das topologias, veremos ainda nesta se¢io que
essas topologia coincidem se, e sé se, X for reflexivo.

Primeiramente, vamos definir formalmente a topologia que trataremos nesta

secao:

Definicao 3.7. Seja X um espago vetorial normado sobre K. Considere X**

(dito o bidual de X) o espago de todos os funcionais lineares sobre X* que sdo
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continuos com respeito a topologia gerada pela norma de operadores

0] = sup{|o(x)[: x€Bx}  ¢E€X".

Considere a imersdo candnica i. Entdo a topologia 6(X*,i[X]) sobre X* ¢ dita

topologia fraca estrela.

Daqui em diante, assim como o simbolo w foi utilizado para denotar pro-
priedades satisfeitas com relagdo a topologia fraca vamos utilizar o simbolo w*
para indicar propriedades satisfeitas com relag@o a topologia fraca estrela.

Veja que a imersao candnica de X em seu bidual nos permite representar cada
funcional de i[X] por um elemento de X. A partir disso, é usual (e razoavel)
denotar a topologia fraca estrela por 6(X*,X). E ainda, sabemos por resultados
anteriores que se vale a convergéncia (g AN 0 em X* entdo para todo funcional
¥ em i[X] temos que ¥(dy) — (). Por outro lado, como ja dissemos, este

funcional ¥ pode ser representado por um elemento x em X de forma que vale

¥(0a) = da(x) Vael,

portanto, usualmente escrevemos a convergéncia W (o) —> W(0) da seguinte
forma: Qg (x) — O(x).
Agora, veja que i[X] é um subespaco do dual algébrico de X*. Entao podemos

concluir a partir do Teorema 2.11 que vale a igualdade
(X*,0(X*, X)) =ilX],

ou seja, um funcional é w*-continuo se, e s se, ele pertence a familia i[X]. E note
ainda que todo funcional em i[X] é w-continuo também, pois i[X] estd contido no
bidual de X e a topologia fraca sobre X* torna todo elemento de X** w-continuo.
Ou seja, as topologia fraca e fraca estrela tornam todo elemento de i[X] continuo.
Porém, por defini¢do, a topologia fraca estrela é a menor topologia (no sentido de

inclusdo) que faz isso. Logo, vale a inclusao
o(X",X) C o(X",X™),

o que significa que a topologia fraca estrela esta contida na fraca. Veremos agora
que tal inclusdao em geral € propria:
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Exemplo 3.8. Considere o espaco cq de todas as sequéncias em K que convergem
para zero com respeito a T. Se considerarmos a norma do supremo sobre ¢,
sabemos que o dual deste espaco € identificado com o espaco /; formado pelas

sequéncias (x,),en em K tais que a soma Z |x,| € finita.
nelN
Considere a base de Schauder candnica (e,),cN em [, e para cada k € IN seja

e; o elemento em ¢; associado a e;. Entdo, para cada y = (yu)neN € co temos que
a igualdade e} (y) = yi faz valer as seguintes implicacdes

Vi—0,Vy = (n)neN €Eco <= €, (y) — €;(0), Vy = (¥n)neN € co

— 50,

ou seja, (e} )reN é w*-convergente para zero.
Mas, apesar disso, esta sequéncia nao € w-convergente para zero. Caso contrario,

para cada ¢ em c¢j* = [, deveriamos ter que

o(er) — ¢(0).

Em particular, se considerarmos a sequéncia (1,1,1,1,...) em L. e denotarmos
por z* o elemento de c;" associado a esta sequéncia entdo deveriamos ter que

7*(ef) — 2*(0) = 0. Absurdo, pois z*(e}) = 1 para todo k em IN.

Naturalmente, é razodvel pensar nas condi¢des para que a topologia fraca es-
trela seja igual a topologia fraca. O teorema a seguir mostra que se X for reflexivo
temos a igualdade.

Teorema 3.9. Seja X espaco vetorial normado sobre K. Entdo a topologia fraca

¢ igual a topologia fraca estrela em X* se, e so se, X for reflexivo.

Demonstragdo: Inicialmente suponha que X seja reflexivo. Entdo a imersdo canodnica

i é sobrejetora, ou seja, i[X] = X**. Assim, trivialmente vale
o(X*, X™) =o(X™",i[X]).

Agora, suponha que a topologia fraca e a fraca estrela sejam iguais. Entdo elas
devem tornar os mesmos funcionais continuos. Sabemos pelo Teorema 2.11 que o
dual do espago (X*,X**) é a familia X**. E ainda que o dual do espaco (X*,i[X])
¢ a familia i[X]. Pelo que foi dito antes, estes duais devem coincidir. Entdo temos

que i[X] = X**. Ou seja, i é sobrejetora. Portanto, X é reflexivo. O

31



O resultado a seguir é consequéncia do Teorema de Tychonoff, e ¢ um teorema

importante da Analise Funcional.

Teorema 3.10 (Alaoglu). Seja X um espago vetorial normado. Entdo o conjunto

Byx+ é w*-compacto.

Demonstracdo: Considere um espago vetorial normado X sobre o corpo K. E
trivial ver que a familia i[X| separa pontos de X* pois, dados dois pontos distintos
¢1 e O em X* temos que existe x em X tal que ¢;1(x) # 02(x), ou seja, (i(x))(d;) #
(i(x))(d2). Entdo, pelo Teorema 2.8, considere 0 homeomorfismo 7 entre X* e

sua imagem que estd contida no produto Z = H K.
xeX
Sabemos que para cada ¢ € X* o homeomorfismo 7 associa um elemento de Z

da forma (¢(x)),ex. Considere ¢ em By, entdo |¢(x)| < ||x|| para qualquer x € X,
ou seja,
T[Bx-] < [] B0, <]l (3.1)

xeX
onde para cada x € X o conjunto BJ0, ||x||] € a bola fechada de raio ||x|| e centrada
na origem em K.

Denote por K o produto de bolas fechadas na inclusdo (3.1) acima. Como
sabemos que as bolas fechadas sdo compactas em K temos pelo Teorema de Ty-
chonoff que o produto K é compacto. Assim basta mostrar que 7 [Bx+| é fechado
neste produto. Considere entdo um elemento (ay)ycx em m C K. Entao
existe uma rede (Qo)oer C Bx+ tal que T'(¢o) — (ax)xex- E lembrando que esta-
mos considerando a topologia produto sobre K, vale que ¢ (x) — a, para todo
x € X. Defina y : X — K tal que y(x) = a, para cada x € X. Vamos mostrar que
Y € By-.

Primeiramente, y € linear pois dados x,y € X e A € K temos, pela continuidade
das operacodes em K, que

Y(x+Ay) = acy
= lim ¢q(x+1y)
= lim (Qu(x) +A0u(y))
= lim 0 (x) +Alim ¢o(y)
= ac+Aay
= y(x)+Ay(y).
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Note agora que para cada x € X sabemos que ¢q(x) € B[O, ||x||] para qualquer
o € I, e como bolas fechadas sdo conjuntos fechados em K temos que o limite de

(0o (x))oer € um elemento de B[O, ||x||]. Portanto, vale que
W[ = la] < lx]| VxeX, (3.2)

e veja que essa desigualdade implica que Wy é continua e que ||y|| < 1, ou seja,
Y € Bx+.

Logo, como T (y¥) = (Y(x))xex = (ax)xex temos que (ay)xex € T[Bx+]. Por-
tanto, 7'[Bx+] é fechado em K. O

A seguir, um resultado que segue do fato de By« ser w*-fechado (ja que este
conjunto é w*-compacto pelo teorema anterior e a topologia fraca estrela ¢ Haus-
dorff pelo Coroldrio 2.9). Tal resultado sera util para analisar a categoria de

(X*,0(X*,X)) no proximo capitulo.
Proposicao 3.11. Toda bola fechada em X* é w*-fechada.

Demonstracdo: Sejam v* em X* e r > 0. Considere B[v*,r| a bola fechada em X*

de centro v* e raio r e note que
B[vV*,r] =v" 4 rBx-.

Veja que a fungdo T : (X*,6(X*, X)) — (X*,6(X*,X)) tal que T (x*) = v* +rx*,

para todo x* em X*, ¢ um homeomorfismo pelo Corolario 2.13. Entdo, como

B[v*,r] = Vv'+rBx-
= {V'+rx": x" €Bx+}
= T[Bx+],
e homeomorfismos preservam fechados, temos que B[v*, r| é w*-fechado. O
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Capitulo 4
Sigma vs Norma

Neste capitulo veremos alguns exemplos que mostram como resultados co-
nhecidos de espagos normados munidos da topologia da norma podem deixar de
ser verdade quando consideramos as topologias fraca ou fraca estrela.

Exibiremos um conjunto que possui a origem como ponto de acumulacdo mas
tal que nenhuma sequéncia contida neste conjunto € convergente para zero. Ape-
sar disso, exibiremos uma rede contida no mesmo conjunto e que converge fraca-
mente para zero, conforme o Teorema 1.12.

Veremos também que apesar da bola fechada unitaria do dual de um espago
normado ser w*-compacta (Teorema de Alaoglu), ndo € verdade que toda sequéncia
contida neste conjunto admite subsequéncia convergente. Ou seja, na topologia
fraca estrela as nocdes de compacto e sequencialmente compacto ndo sao equiva-
lentes, ao contrario do que acontece em espagos métricos.

Sabemos que qualquer espaco métrico completo ndo vazio € de segunda cate-
goria (Teorema de Categorias de Baire). Veremos, no entanto, que um espaco de
Banach munido da topologia fraca e o seu dual munido da topologia fraca estrela
sao ambos espacgos de primeira categoria.

Por fim, exibiremos uma fun¢do que ndo € continua mas € sequencialmente
continua. Para isso definiremos o que € um espaco de Schur e provaremos que /; é
um espago deste tipo. Em seguida mostraremos que a identidade entre (/1,6(11,}))
e (ll,TLH.Hl) ¢ a funcdo desejada. Ou seja, a caracteriza¢do de func¢des continuas

por sequéncias ndo € valida em espagos topoldgicos em geral.
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4.1 Ponto de acumulacao

No que se segue o espago normado em questdo serd um espago de hilbert H
separdvel sobre K. Sabemos que, nestas condi¢des, H possui um subconjunto
{en}neN que é ortonormal, completo e tal que para cada elemento i € H existe

uma dnica sequéncia de coeficientes {o, },cn C K satisfazendo

h= Z ey,

neN
onde a convergéncia da série é com relacdo a norma que provém do produto in-
terno de . E ainda, como {e, },cNn é maximal, podemos escrever a norma de H
da seguinte forma:
= /Y lowl= |} [{ow,en)
neN nelN

Ao estudar a topologia fraca de # faremos como anteriormente e nos focaremos
em utilizar uma base local para esta topologia. Dados um ponto z em H, um
nimero real € positivo e 01, ..., d, funcionais em #*, denotamos um aberto bésico
por W(h,01,...,.0,,€). Mas veja que pelo Lema de Representagido de Riesz para
cada i € {1,...,n} o funcional ¢; possui um tnico elemento #; em H associado,

de forma que

di(x) = (x,h;) VxeH,

entdo, por simplificacdo, iremos escrever o aberto basico W (h,0y,...,0,,€) na
forma W (h,hy,...,hy,,€).

Proposicao 4.1. Considere W =W (0,hy,...,hy,€) e ng € IN. Entdo existe n > ng
tal que \/ne, €W.

Demonstracdo: Suponha por absurdo que para qualquer n > ng temos /ne, ¢ W.
Como
W={heH: |(hh)|<e i=1,...,m},

para cada n > ng deve existir j € {1,...,m} tal que

|<\/7_l€n7h]>| 287

e, Ja que estamos trabalhando com niimeros positivos, vale
[(Vrenhj) > > €.
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Portanto como

(Ve hj) fiNﬁemhﬁlzv

conclui-se que

m
Z | nep,h Z 827
i=1
e consequentemente para qualquer n > ng teremos
o g’
Z ‘ €n, Z e
n’

i=1

Logo somando em n temos

IPHICHELIED 1) WIDRATEES VR

nelNi=1 n>ngi= n>ngy

ou seja, esta série diverge.

Mas note que a0 mesmo tempo vale que

m

Yy Z\ en i) 2 —hme el

nelNi= i=1i=1

m n m n
= lim Y Y |(en, i) Zl Y | (en. hi)
n—yo0 oo

i=1li=1 l:1 i=1

=L T ek P = L IlP <=

um absurdo pois vimos que esta série diverge.

4.1)

O

Proposicio 4.2. Nenhuma sequéncia da forma ( \/ni ep,)reN converge para zero

na topologia fraca.

Demonstragdo: Temos dois casos. Primeiramente suponha que a sequéncia

(nx)keN seja limitada, ou seja, o conjunto {ny : k € IN} € finito. Suponha que este

conjunto possua m elementos.

Vimos no Corolario 2.9 que se a familia de funcionais que define a topologia

fraca separa pontos do espago entdo a topologia fraca satisfaz alguns axiomas
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de separacdo. Em particular ela satisfaz 77. Sabemos que, de modo geral, o
dual de um espago vetorial normado separa pontos deste espaco, € isto € uma
consequéncia do Teorema de Hahn-Banach. Assim a topologia 6(H, H*) é Ty.

Sabemos que um espaco topoldgico ser 77 € equivalente a ter seus pontos
fechados. Portanto o conjunto

V= {vmed,
keN
€ fechado por ser unido finita de fechados. E, como nenhum elemento de V é
nulo temos que o complementar de V € um aberto que contém zero e ndo contém
nenhum elemento da sequéncia ( /7 ey, )keN, portanto segue o resultado.
Agora vamos analisar o caso em que a sequéncia de indices ndo € limitada, ou
seja,

Sup ny = oo.
keIN

Suponha por absurdo que exista uma sequéncia da forma ( /n €y, )reN conver-
gente para 0 na topologia fraca. Entao em particular para qualquer aberto da forma
W(0,h,€), com h € H, deve existir kp € IN tal que

k> ko= \/nge, € W(0,h,g),
o que siginifica que | < 1k €ny s h> | < €. Mas isso é equivalente a dizer que

lim | (/7 eng,h) | =0, (4.2)

k—ro0

para qualquer h € H.
Considere entdo a familia de funcionais {0y }xen onde ¢x(h) = (h, \/ng en, )

(para cada h € #). Assim, a equacdo (4.2) acima nos diz que
lim |0 (k)| =0,
k—ro0

como esta é uma sequéncia convergente em K e consequentemente limitada,

temos que

sup [k (1) < e,
keIN

para cada h € 4.

38



Portanto pelo Teorema de Banach-Steinhauss (Limitacdo Uniforme) concluimos
que

sup ||| < oo, (4.3)
keIN

absurdo, pois pelo Lema de representacdo de Riesz temos

10xll = [l v en || = /e VkEN,

e ja que a sequéncia de indices é ilimitada terfamos que sup ||¢x|| = e 0 que con-
keIN
traria a limitagdo em (4.3) acima.

Concluimos entdo que de fato nenhuma sequéncia da forma (\/n ey, )keN

converge para zero na topologia fraca. O

Note que pela Proposi¢do 4.1 a origem é um ponto de acumulagdo do con-
junto {\/n e, }neN. Mas, apesar disso, pela Proposi¢do 4.2 nenhuma sequéncia
de elementos deste conjunto converge fracamente para zero.

Os resultados acima ainda mostram que a topologia fraca de A ndo é Ej, ou
seja, ela ndo possui um sistema fundamental de vizinhangas enumeravel. Veja
que, em particular, a topologia fraca de # néo é metrizavel.

Apesar do que acabamos de ver, sabemos pelo Teorema 1.12 que € possivel
encontrar uma rede contida em { \/n e, },cN € fracamente convergente para zero.
Vamos exibir uma rede deste tipo.

Seja Ag o conjunto das vizinhancas fracamente abertas de zero e considere o
conjunto

J={(n,U): UeAy;neN; Vne, U},

ordenado da seguinte forma:
(nl,Ul) > (l’lz,Uz) S np > npelU; CUs.

Veja que a ordem parcial acima torna J dirigido por causa da Proposic¢ao 4.1. De
fato, dados (n1,U}), (ny,Us) € J se considerarmos Uy = U; NU, € Ay temos pela
Proposicdo 4.1 que existe no € IN tal que np > max{n,n>} e ainda /ng ey, € Up.
Ou seja, (ng,Up) > (n1,Uy) e (ng,Upy) > (n2,U>).

Assim, para cada indice j = (n,U) em J sejay; = y/n e, € U. Vamos mostrar

que arede (y;) jes converge fracamente para zero. Tome U € Ag. Pela Proposigdo
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4.1 existe ng € IN tal que jo = (no,U) € J. Seja j = (n,V) um indice em J tal que
Jj > Jjo, entdo vale
yj= Vne, eV CU.

Ou, em outras palavras
w
yj — 0.

4.2 Compacidade

Vimos, pelo Teorema de Alaoglu (Teorema 3.10), que no dual de um espaco
normado X o conjunto By+ é w*-compacto. Sabemos que em espagos métricos as
nog¢des de compacto e sequencialmente compacto sdo equivalentes, mas veremos

agora que isso ndo vale para a topologia fraca estrela.

Proposicao 4.3. Seja l.. 0 espago de todas as sequéncias (x,),eN em K tais que

sup |x,| < eo.
nelN

Sabemos que o supremo acima define uma norma || - || em lw.
Entdo o conjunto By« ndo é sequencialmente compacto na topologia fraca

estrela.

Demonstragcdo: Dado k € IN, considere a proje¢ao canodnica T : lo —> K. Ou
seja, para cada sequéncia (x,),cN em L. temos que T ((x,)neN) = Xx. E trivial

que T € linear, e como para todo x = (x,),eN € Lo temos
T ()| = x| < ]l

vale que || || < 1. Portanto, a familia {m; : k € IN} estd contida em Byx.
Se B« fosse w*-sequencialmente compacto entdo existiria uma subsequéncia

() jeN de () ke € um funcional ¢ de By tais que
W*
T, — 0.

Veja, se isso fosse verdade entdo teriamos, pela Proposi¢ao 2.6, que qualquer
sequéncia x = (Xt)reN €M L possui (xy;) jeN como subsequéncia convergente,
pois valeria

Ty (x) =31, — O(2).
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Isso € claramente um absurdo pois, se para cada k € IN definimos

{1 se ke {kj: jépar}
Yk = L.
0 caso contrario

entdo a sequéncia (yg)reN pertence a L € a subsequéncia (yy;)jen € dada por

(0,1,0,1,0,1,...), que ndo é convergente. O

Observacao 4.4. Note que nesta secdo usamos a topologia fraca estrela e nao
a fraca. Isso se deve ao fato de que na topologia fraca, apesar desta ndo ser
metrizavel, um conjunto € compacto se, € somente se, é sequencialmente com-
pacto. Este € o Teorema de Eberlein-Smulian, cuja demonstragdo pode ser encon-
trada em [2], Pg. 248, Teorema 2.8.6.

4.3 Categoria de Baire

O Teorema de Categorias de Baire nos diz que qualquer espaco métrico com-
pleto ndo vazio é de segunda categoria. Logo, este ndo pode ser escrito como
unido enumerdvel de conjuntos raros. Veremos nesta se¢do que tanto um espago
de Banach de dimensao infinita munido da topologia fraca como seu dual munido
da topologia fraca estrela sdo de primeira categoria. Note que, como K é com-
pleto, temos que o dual de qualquer espaco normado sobre K € um espaco de
Banach. Portanto, o dual de um espaco normado sempre € de segunda categoria

com relagdo a topologia da norma.

Lema 4.5. Seja X um espaco de Banach de dimensdo infinita sobre K. Entdo

valem
(i) Toda bola fechada em (X,6(X,X*)) é um conjunto raro.
(ii) Toda bola fechada em (X*,6(X*,X)) é um conjunto raro.

Demonstracdo: Para mostrar (i) considere Blx,r;| uma bola fechada em X de
centro x e raio r; > 0. Queremos mostrar que o interior do fecho desta bola é
vazio. Suponha, por absurdo, que exista um ponto y pertencente a int(B[x,r;]).

Entéo, por defini¢do, existe um aberto basico W (y, 01, ...,0,,€1) tal que
yEW®,01,...;9n,€1) C Blx,r1]. (4.4)
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Porém, pelo Coroldrio 3.6, o conjunto B[x,r;] é w-fechado o que implica que
Blx,ri| = m (na topologia fraca). Como X possui dimensdo infinita temos
que X* também € um espaco de dimensao infinita, portanto, pela Proposicdo 2.14,
o aberto basico W(y, 0y, ...,0,,€;) € ilimitado em norma e assim a equacéo (4.4)
acima implica que a bola B[x, r|] é ilimitada em norma, um absurdo.
Analogamente, para mostrar (ii) considere B[x*, ;] uma bola fechada em X*
de centro x* e raio r, > 0. Se, por absurdo, existisse z* pertencente a int (M)

entdo existiria W (z*,xy,...,x,,€2) tal que
7 eW(Z5x1,...,xn,€2) C Blx*,r2). 4.5)

Note que, pela Proposi¢do 3.11, o conjunto B[x*, ;| é w*-fechado o que implica
que B[x*,r;] = B[x*,r] (na topologia fraca estrela). Veja ainda que i[X] possui
dimensado infinita, j4 que X possui dimensao infinita, entdo a Proposicdo 2.14
implica que o aberto basico W (z*,xy,...,x,,€2) € ilimitado em norma. Logo, a
equagdo (4.5) acima nos diz que B[x*,r;] € ilimitado em norma, e novamente

temos um absurdo. O
Teorema 4.6. Seja X é um espaco de Banach sobre K. Entdo valem

(i) O espaco (X,6(X,X*)) é de primeira categoria.

(ii) O espago (X*,6(X*,X)) é de primeira categoria.
Demonstragdo: Note que

X=JBl0,n] e Xx*= ] B[0"n],
nelN nelN

onde 0 e 0* sdo as origens de X e X* respectivamente.
Portanto, pelo lema anterior, ambos sdo espagcos que podem ser escritos como

unido enumeravel de conjuntos raros. Logo, ambos sdo de primeira categoria. O

4.4 Continuidade e a propriedade de Schur

Nesta secdo exibiremos uma fungdo entre espagos vetoriais topoldgicos que

ndo € continua mas € sequencialmente continua. Mais precisamente, iremos exibir
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uma fun¢do f, com dominio e contradominio em espagos vetoriais topoldgicos,

tal que a sentenca abaixo € verdadeira
Xn —> x = f(xn) — f(x),

para qualquer sequéncia (x,),cN convergente para x no dominio de f. Mas, ape-
sar disso, f ndo € continua. Ou seja, a caracterizacdo de funcdes continuas por
sequéncias nao € valida em espagos topoldgicos em geral.

No que segue precisaremos da defini¢do abaixo:

Definicao 4.7. Seja X um espaco normado tal que, para qualquer sequéncia

(xn)neN € qualquer ponto x em X, vale que

w )
Xp —Xx = ngHc,

ou seja, a convergéncia fraca implica na convergéncia em norma. Entdo dizemos

que X é Schur, ou ainda que X satisfaz a propriedade de Schur.

Assim, provaremos o resultado abaixo, que apareceu pela primeira vez em um
artigo de J. Schur em 1920.

Proposicao 4.8. O espaco | satisfaz a propriedade de Schur.

Demonstragdo: Considere uma sequéncia (x*)ycn e um ponto x em /1 onde

x = (Xp)neN e ¥ = (X]f,)ne]N Vk € IN.

k II11 k

Suponha que x* - x e vamos mostrar que x* — x. Veja, se y* = x¥ —x para

w [RE
cada k € IN, estamos supondo que y* —— 0 e queremos mostrar que y* — 0.
Faremos a demonstragdao supondo que, por absurdo, ndo vale a convergéncia
em norma. Se (yk) keN hao converge em norma para zero entdo existe r > 0 tal

que para cada j € IN existe k; > j satisfazendo
k .
r<[ly¥lh-

Agora, para cada j € N defina z/ = y* e note que r < ||z/||; e ainda que a
sequéncia (z/) jeN satisfaz:

0(z/) —0  Voer,
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. H w
ou seja, 7/ — 0.

Seja j; = 1. Sabemos que Z |z/'| = ||z/!||1, portanto, podemos escolher um

neN
numero natural Ny > 0 tal que

veja que isto implica que

Al : . . r
IR ETE 4

n>N

Agora, paracadan = 1,...,Ny, a projecio T, € um elemento de [ e, portanto, vale
que T,(z/) — 0. Logo, podemos encontrar j > j; tal que

N ) r
J2 < =
3l <5

e ainda, como Y [z7?| = ||z”2||1, podemos encontrar N, > N tal que
nelN

Z\Z \<§

n>N,
0 que implica que
s ror 3r
) |ZJ2’_HZ”|!1—Z|Z Y Iz 2|>}"—§—§:Z_
n=N1+1 n>N,

De forma andloga, como as projecdes T, com n = 1,..., N, sdo elementos de /7,

podemos encontrar jz > jp tal que

N ) r
; |Z}]’13| < ga
n—
e ainda, como Z |23 = ||z73||1. existe N3 > N> tal que

nelN

n>N3
o que implica que
N3
; ; r r 3r
AR EU T szhw I
n=N2+1 n>Ns
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Se continuarmos este processo, definindo Ny = 0, teremos que para cada k € IN
existem ji e Ny_1 < Ny em IN tais que, definindo My = {N;_ + 1,...,Ny}, vale
, r . r
Z |Z{lk| > I € Z |Z,]1k| < Z (46)
neMy nE]N\Mk

Veja, a sequéncia Ny, N1, N2, N3, ... que contruimos € estritamente crescente, logo,
para cada n € IN, podemos encontrar k € IN tal que

Ni—1 < n <N,
e, a partir disso, definir o elemento Y, em K tal que |,| = 1 e ainda
oz = |k,

Note que, nestas condigdes, a sequéncia (¥, ),cN € um elemento de I, = I{. Agora,

fixe k em IN e veja que

|Z'YanJ;k > |ZYnZ#|_| Z 'Ynzfﬂ

nelN neMy neN\My
= YR Y wmak
neM; VLEN\Mk
> Z |Z£k| - Z Yn Z;ik
neMy ne]N\Mk

) 3r r r

4 42
onde (x) vale pelas desigualdades em (4.6) acima e pelo fato de termos |y,| = 1
para todo n € IN. Logo, se y € o funcional de /] associado a sequéncia (V,),eN

temos que
V()| >3 VkeN,

logo, a sequéncia (W(z/*))ren ndo converge para zero em K. Um absurdo pois,
por hipétese, z/ —— 0. O

Por fim, temos o que € necessério para construir o contraexemplo desta secao.

Considere a identidade:

I: (ll,G(ll,lT)) — (ll,IH,Hl)
(xn)nelN = I((xn)nEIN) = (xn)nGIN,
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e note que / ndo € continua pois, caso contrario, teriamos que a topologia fraca de
[ coincide com a topologia da norma deste espaco. Veja que, pelo Teorema 3.3,
isso s6 seria verdade se /1 tivesse dimensdo finita, o que nio acontece.

Apesar disso I é sequencialmente continua pois, como /; é Schur, para qual-
quer sequéncia (x, )N em /; tal que

w
Xn —>X,

para algum x em [, temos que

1111
Xn —> x,

o que significa que

1060 1% 1),

ou seja, I é sequencialmente continua.
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